Расстояние от точки до плоскости
Пусть координаты точки: [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/bccda808-3f2d-467e-bf54-1ccf484b76a1.png], уравнение плоскости: [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/800d0736-3994-4a68-a1ee-f6876e3adb40.png].
Тогда Расстояние от точки до плоскости вычисляется по формуле: [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/96fc604a-f1c1-45f7-a354-6cac37d62011.png].
Пример 4.
Найдем расстояние от точки М(4; 3; 4) до плоскости [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/ef5ad1d9-3775-4fee-a45e-a144db0bc5ca.png].
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/0b45a54b-1483-4679-89d9-eb56cd9ddc66.png].
Теперь рассмотрим решение задачи координатным методом с использованием рассмотренных формул.
Пример 5.
АВС…D1 – куб с ребром 4. Найти расстояние от точки А до плоскости ЕКС (Е – середина D1C1, K – середина C1B1)
Введем систему координат с началом в вершине А так, как показано на рисунке:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/67540c86-17a7-4c03-ad8f-600e7e4a9037.jpeg]
Интересующие нас точки будут иметь координаты:
A(0; 0; 0), C(4; 4; 0), E(4; 2; 4), K(2; 4; 4).
Напишем уравнение плоскости ЕКС:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/36c3c06e-edbb-494c-89ae-ec6ce10fb4cc.png] .
Решая ее, получим значения А, В, С и D: [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/bd15264b-861a-4aaa-ae16-7a393c494012.png].
Уравнение плоскости имеет вид: [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/a0795104-408c-408b-aa59-d1a3d669d1e5.png]
Теперь найдем расстояние от точки А до плоскости ЕКС: [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/99d6d649-ce90-4da3-a248-8397df7fa8a5.png].
Ответ: [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/b898ec11-f017-4f84-ab30-a31eb50dee96.png].
Рассмотрим задачу (№14 из варианта ЕГЭ).
В кубе ABC…D1 все рёбра равны 4. На его ребре BB1 отмечена точка K так, что KB = 3. Через точки K и C1 построена плоскость α, параллельная прямой BD1.
а) Докажите, что A1P : PB1 = 2 : 1, где P — точка пересечения плоскости α с ребром A1B1.
б) Найдите угол наклона плоскости α к плоскости грани BB1C1C.
Решение:
Переформулируем первый пункт этой задачи таким образом:
Проведем плоскость через точки Р, K и C1 и докажем, что она параллельна прямой BD1.
Введем систему координат так, как показано на рисунке:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/56998589-b5e8-4edf-b6a4-aa62463d1157.jpeg]
Найдем координаты точек [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/8f30fd70-c405-4b70-b3eb-bca7931bd717.png]:
Р([image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/e46b1fdf-a157-4716-8cd5-76e587269a64.png]; 0; 4), К(4; 0; 3),[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/cbc6ab91-9a1c-43b6-a9c6-165e6b82f5ed.png](4; 4; 4).
Напишем уравнение плоскости [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/64503c81-b970-405b-a4b7-60c0c3869089.png]:
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/ee078026-a926-4626-901d-2d1157ee55dd.png] ;
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/377770e4-fc7e-4066-a747-1eff9cf5bf0a.png]
Решая ее, получим значения А, В, С и D: [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/3f11b031-a3b6-4ece-894a-f4660a8c3681.png].
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/437da2d2-ca60-4227-9717-787b1603f5a1.png] - уравнение плоскости
Теперь докажем, что плоскость [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/8510d6d5-a98d-4187-b4e9-62971fb42cd0.png] параллельна прямой BD1.
Найдем угол между прямой BD1 и плоскостью [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/dfc36315-4bf9-4ada-8777-00707cca02ab.png].
Точки В и D1 имеют координаты: В (4; 0; 0), D1 (0; 4; 4).
Направляющий вектор прямой BD1 – это вектор [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/09e362fe-5f92-4755-9781-6928e0c17ac0.png].
Он имеет координаты [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/4d482ec8-4773-46a9-860c-b29028511ff1.png].
Теперь найдем синус угла между вектором [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/4dc882cc-8f33-4820-b5fd-9ee962d3d98e.png] и плоскостью [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/4b3671f0-621a-4898-8457-9f9a2cdcaacf.png].
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/157e2a0a-8cce-4914-a8ce-07b7fcfd2562.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/4fe293e7-0e42-4eec-90fb-03575abfcb0b.png].
В этом случае нам не нужно считать знаменатель дроби. Так как числитель получился равен 0, то дробь равна 0, то есть синус угла между плоскостью и прямой равен 0, значит, плоскости параллельны или совпадают. Но, так как точка В, например, в плоскости, очевидно, не лежит, то плоскости параллельны.
Это значит, что плоскость, параллельная прямой BD1 и проходящая через точки [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/8483d0eb-aa97-46de-b51c-d9481d9014d9.png] действительно пересекает ребро A1B1в точке Р так, что A1P : PB1 = 2 : 1. Что и требовалось доказать.
Теперь рассмотри второй пункт задачи. Уравнение плоскости [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/67b3c425-15e0-4d0d-b762-9881c6c2ab99.png] у нас есть. Плоскость BB1C1 параллельна координатной плоскости YOZ и проходит через точку
В(4; 0; 0). Поэтому она имеет уравнение [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/5ad5cd00-b447-4369-a8d9-820132083ca4.png].
То есть ее коэффициенты [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/cc72bfc6-af9e-4eee-a8cb-fdce9511ceb9.png].
Найдем угол между плоскостями, используя формулу
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/8573da7c-a622-4070-a0c8-3bd3b9e85b75.png]
[image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/ac463dfa-3853-440f-825f-8418dea73735.png]
Ответ: [image: https://resh.edu.ru/uploads/lesson_extract/6083/20190417115604/OEBPS/objects/c_geom_11_3_1/98437101-66ee-47c2-94aa-80283a4dd97f.png].



Расстояние между прямой и плоскостью
Расстояние между прямой и плоскостью определяется в случаях, когда прямая параллельна плоскости. Тогда все точки прямой а равноудалены от плоскости α. Выберем любую точку А на прямой а, опустим перпендикуляр АА0 на плоскость α (рис. 3). Длина перпендикуляра АА0 и называется расстоянием между прямой а и параллельной ей плоскостью α.
Обозн.: АА0 = р(а; α).
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/82084/b4426500_2ec0_0131_d056_12313d221ea2.png]
Рис. 3. Расстояние между прямой и плоскостью
5. Теорема о трех перпендикулярах
Теорема о трех перпендикулярах
Прямая, проведенная в плоскости через основание наклонной перпендикулярно к ее проекции на эту плоскость, перпендикулярна и к самой наклонной.
Дано:
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/82085/b5a69e30_2ec0_0131_d057_12313d221ea2.png] 
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/82086/b7551610_2ec0_0131_d058_12313d221ea2.png] 
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/82087/b8aabf70_2ec0_0131_d059_12313d221ea2.png] 
Доказать:
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/82088/ba546b60_2ec0_0131_d05a_12313d221ea2.png] 
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/82089/bbb91f70_2ec0_0131_d05b_12313d221ea2.png]
Рис. 4.
Доказательство:
Пусть нам дана плоскость α (рис. 4). Проведем перпендикуляр АН к плоскости α, АМ - наклонная, М – основание наклонной. НМ – это проекция наклонной АМ на плоскость α. В плоскости α проведем прямую а через основание наклонной М перпендикулярно проекции НМ. Нужно доказать, что прямая а перпендикулярна наклонной АМ.
Прямая АН перпендикулярна плоскости α, а значит, и всем прямым, лежащим в ней. Значит, прямая АН перпендикулярна прямой а. Прямая НМ перпендикулярна прямой а по условию. Имеем, что прямая а перпендикулярна двум пересекающимся прямым АН и НМ плоскости АНМ, значит, по признаку, прямая а перпендикулярна плоскости АНМ.Прямая АМ лежит в плоскости АНМ. Значит, прямая а перпендикулярна прямой АМ, что и требовалось доказать.
6. Обратная теорема
Прямая, проведенная в плоскости через основание наклонной перпендикулярно к ней, перпендикулярна и к ее проекции. 
Дано:
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/82085/b5a69e30_2ec0_0131_d057_12313d221ea2.png] 
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/82086/b7551610_2ec0_0131_d058_12313d221ea2.png] 
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/82088/ba546b60_2ec0_0131_d05a_12313d221ea2.png] 
Доказать:
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/82087/b8aabf70_2ec0_0131_d059_12313d221ea2.png] 
Доказательство:
Пусть нам дана плоскость α (рис. 4). Проведем перпендикуляр АН к плоскости α, АМ - наклонная. НМ – это проекция наклонной АМ на плоскость α. В плоскости α проведем прямую а через основание наклонной М перпендикулярно наклонной AМ. Нужно доказать, что прямая а перпендикулярна проекции HМ.
Прямая АН перпендикулярна плоскости α, а значит, и всем прямым, лежащим в ней. Значит, прямая АН перпендикулярна прямой а. Прямая AМ перпендикулярна прямой а по условию. Имеем, что прямая а перпендикулярна двум пересекающимся прямым АН и AМ плоскости АНМ, значит, по признаку, прямая а перпендикулярна плоскости АНМ.Прямая HМ лежит в плоскости АНМ. Значит, прямая а перпендикулярна прямой HМ, что и требовалось доказать.
7. Замечание к теореме о трех перпендикулярах
В доказанной прямой и обратной теореме точка М (основание наклонной) лежала на прямой [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/82090/bd13d5f0_2ec0_0131_d05c_12313d221ea2.png], лежащей в плоскости α. Давайте проведем в плоскости α другую прямую а, которая параллельна [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/82090/bd13d5f0_2ec0_0131_d05c_12313d221ea2.png]. Тогда углы между прямыми a, АМ, НМ не изменятся. И из перпендикулярности прямой а и прямой АМ будет вытекать перпендикулярность прямой а и прямой НМ и наоборот.
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/82091/be70e340_2ec0_0131_d05d_12313d221ea2.png]
[image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/82092/c03e7170_2ec0_0131_d05e_12313d221ea2.png]
Рис. 5.
 Задача 1
Из некоторой точки проведены к данной плоскости перпендикуляр и наклонная, угол между которыми равен [image: https://static-interneturok.cdnvideo.ru/content/konspekt_image/82093/c19cffc0_2ec0_0131_d05f_12313d221ea2.png]. 
а) Найти наклонную и ее проекцию на данную плоскость, если перпендикуляр равен d.
б) Найти перпендикуляр и проекцию наклонной, если наклонная равна m.
 Задача 2
Через вершину А прямоугольного треугольника АВС с прямым углом С проведена прямая АD, перпендикулярная к плоскости треугольника. 
а) докажите, что треугольник СВD прямоугольный.
б) найдите ВD, если ВС = а, DС = b. 
 Итоги урока
Мы рассмотрели расстояния от точки до плоскости, доказали и обсудили теорему о трех перпендикулярах. На следующем уроке мы рассмотрим угол между прямой и плоскостью.
 

Определение. Расстояние между плоскостями — равно длине перпендикуляра, опущенного с одной плоскости на другую.
[bookmark: h2]

Формула для вычисления расстояния между плоскостями
Если заданы уравнения параллельных плоскостей Ax + By + Cz + D1 = 0 и Ax + By + Cz + D2 = 0, то расстояние между плоскостями можно найти, используя следующую формулу
	d = 
	|D2 - D1|

	
	√A2 + B2 + C2



[bookmark: h3][bookmark: _GoBack]Примеры задач на вычисление расстояния между плоскостями
Пример 1.
 Найти расстояние между плоскостями 2x + 4y - 4z - 6 = 0 и x + 2y - 2z + 9 = 0.
Решение. Проверим, параллельны ли плоскости, для этого умножим уравнение второй плоскости на 2
2x + 4y - 4z + 18 = 0
Так как коэффициенты при неизвестных величинах у полученного уравнения и первого уравнения равны, то для вычисления расстояния между плоскостями можно использовати приведенную выше формулу:
	d = 
	|18 - (-6)|
	 = 
	|24|
	 = 
	24
	 = 4

	
	√22 + 42 + (-4)2
	
	√36
	
	6
	


Ответ: расстояние между плоскостями равно 4.

image6.jpeg
B1





image7.png
4A+2B+4C+D=0
{2A+4B+4C+D:D
4A+4B+D=0




image8.png




image9.png
2x+2y+z—16=0




image10.png




image11.png




image12.jpeg
B:1





image13.png
P,KuC,




image14.png




image15.png




image16.png
PKC,




image17.png
8
jA+4c+D=0

4A+3C+D=0
4A+4B+4C+D





image18.png
8A+12C+4D
4A+3C+D=0
4A+4B+4C+D =0




image19.png




image20.png
3x —y+4z—24=0




image21.png




image22.png




image23.png
|As + Bm + Cn|

VAZ + B2+ C%-Vs?2+m? +n?

sing =




image24.png
3(9-1-4+4-4

A S B . S S
VA2 +BZ+C%-VsZ+m? +n?

sing =




image25.png
KucCy




image26.png




image27.png




image28.png
|A4Az + B4B, +C G|
V@ADT+ B + (€2 V(A +(B)2+(C,)?

cos@p =





image29.png
cos@p =

1-y9+1i+16

[

V26




image30.png
3
@ = arccos —

26




image31.png




image32.png
acadH La




image33.png
HM = np,AM




image34.png
a L HM




image35.png
a L AM




image36.png




image37.png




image38.png
a L AM & a | HM




image39.png




image40.png




image1.png
M(xo; ¥o; Zo)




image2.png
Ax+By+Cz+D =0




image3.png
d — A%o + Byo + Czo + D|
VAZ +BZ+C2




image4.png
x—2y+3=0




image5.png
g=t76+3_15
S =





